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Intro

Mallas para qué? Para resolver EPD’s

Introduccion

@ Mallas: Discretizar geometrias complejas en 2D o 3D.
Ejemplos:
e UnaMalla (Mallas estructuradas)
e Triangulaciones
@ Mallas Adaptativas: Aun en caso de regiones simples
(a < x < b) y con la cantidad de nodos fija,
es conveniente ubicar los nodos en los lugares mas
interesantes.
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Ecuacién de Burgers 1D

Condiciones de Frontera y Condicion inicial

U2
UtZEUXX_<> €>0
X

Condiciones de Frontera:
u(0,t)=u(1,t)=0
Condicién inicial:
u(x,0) = sin(2rx) + %sin(wx)

La solucion u(x, t) € Q espacio de Sobolev
Hablar de:

@ Clasificacion de la ecuacion.

@ Papel dee.

@ De donde surgié y que modela.

ey, — O — 0 _ &P
Nota: up = %, u, = 94, ut:%
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Aproximacion de las derivadas. Semidiscretizacion de la ecuacion

Tomemos N + 1 puntos equiespaciados de tamafio h = ‘N en la region
espacial (valga la redundancia ->) 0 < x < 1

Thi{x=jh j=01,... N}

® u = uy(t) ~ u(x, 1)
Q@ u = Yj+1 ;hu/71 + O(h2)

Uiy —2Uj +Uuj_ 2
@ Uy = % + O(h )
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- (“)
t = xx — | A~ =
2 X
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Tomemos N + 1 puntos equiespaciados de tamafio h = ‘N en la region
espacial (valga la redundancia ->) 0 < x < 1

Thi{x=jh j=01,... N}

® u = uy(t) ~ u(x, 1)
Q@ u = Yj+1 ;hu/71 + O(h2)

Uiy —2Uj +Uuj_ 2
@ Uy = % + O(h )

u
Ur = elxx — (7) = €Uxx — U Ux
X
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Tomemos N + 1 puntos equiespaciados de tamafio h = ‘N en la region
espacial (valga la redundancia ->) 0 < x < 1

Thi{x=jh j=01,... N}

@ u; = yi(t) ~ u(x;, t)
@ u = _I= 4 O(H)
0 Uy = BT 4 O(1?)
2

u
Ur = elxx — (?) = €Uxx — U Ux
X

% — U1 — 2U; + Uj—q - “/2+1 o ujz_1
dt 2 a5
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Solucién numérica estandar.

Aproximacion de las derivadas. Semidiscretizacion de la ecuacion

Tomemos N + 1 puntos equiespaciados de tamafio h = ‘N en la region
espacial (valga la redundancia ->) 0 < x < 1

Thi{x=jh j=01,... N}

@ u; = yi(t) ~ u(x;, t)
@ u = _I= 4 O(H)
0 Uy = BT 4 O(1?)
2

u
Ur = elxx — (?) = €Uxx — U Ux
X

% — U1 — 2U; + Uj—q - “/2+1 o ujz_1
dt 2 a5

de - U1 — 2U,‘ + Uj—1 U1 — Uj—v
dt*€< 2 “U——5p NO



Ecuacién de Burgers en 1D
00e00

Solucién numérica estandar.

Solucion numérica via ODE
Solucién usando RK45 Fehlberg

‘:IL:F(U) U RN xR — RV
donde
(Uf+1 ;2uj _% j=
Fi(U) =< ¢ (“f+1 ‘Qh‘;f+“f*1) S o e N
(=) -% =N
con

U;(0) = sin(27x;) + %Sin(ﬂ-xj)
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Resultados parat= 0.0, 0.1,0.2, ... 0.9, 1
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Solucién numérica via ODE

Resultados ... continuaciéon

Funcion Upety en [0 ; 130 ; 1], EPS = 0.01 Funcion Ufkt) en [0 ; 1}x[0; 1], EPS = 0.0001

2000 puntos

Figure: 240Kb, 168Mb!!
€ x-puntos  tiempo de cdmputo  resultado
1072 20 0.029370 seg X
1072 80 0.051588 seg v
1074 80 0.028634 seg X
10~%* 2000 44.447617 seg v
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Malla Adaptativa Movil

Cuestion Principal

@ El ajuste dinamico de los puntos para cada tiempo se
conoce como malla movil adaptativa

@ Se comprende mejor con un cambio de variables.

(g, 1) = u(x(&, 1), 1)

@ La eleccién es tal que
x=x(&t) x:QcC[0;1] = Q=[0;1]

es suave y en principio barata o al menos econdémica a
partir de una malla &; uniforme
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@ Aplicando la regla de la cadena

Z\Ig = UxXg, U = U + UxXy
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Cambio a las nuevas variables

@ Aplicando la regla de la cadena

Z\Ig = UxXg, flt = U + UxX;

@ Sustituyendo en u; = euyy — (“;)
X

@ Obtenemos
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Idea
Cambio a las nuevas variables

@ Aplicando la regla de la cadena
U = U + UxXy

Z\Ig == UXX§7
@ Sustituyendo en uy = ety — (“;)
X
@ Obtenemos
N 05 € l,:lg 1 02
X Xe \Xe )¢ X ¢

‘ Cuestién Principal: ‘

¢, Como determinar la transformacion

x = x(&,1)?
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MMPDE

Ecuacion Diferencial Parcial de Malla Movil

@ Como se determina la transformacion x = x(¢, t) se sale del marco de
esta presentacion.
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MMPDE

Ecuacion Diferencial Parcial de Malla Movil

@ Como se determina la transformacion x = x(¢, t) se sale del marco de
esta presentacion.

@ Solo se dira que una manera de hacerlo es resolviendo la Moving Mesh
PDE ’
xi = — (pX,
= (pXe),
con condiciones a la frontera

x(0,)=0 x(1,t) =1
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@ Como se determina la transformacion x = x(¢, t) se sale del marco de
esta presentacion.

@ Solo se dira que una manera de hacerlo es resolviendo la Moving Mesh
PDE ’
xi = — (pX,
= (pXe),
con condiciones a la frontera

x(0,)=0 x(1,t) =1

donde
e p(x,t) es la funcién de densidad de malla
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MMPDE

Ecuacion Diferencial Parcial de Malla Movil

@ Como se determina la transformacion x = x(¢, t) se sale del marco de
esta presentacion.

@ Solo se dira que una manera de hacerlo es resolviendo la Moving Mesh
PDE ’
xi = — (pX,
= (pXe),
con condiciones a la frontera

x(0,)=0 x(1,t) =1

donde
e p(x,t) es la funcién de densidad de malla
e 7 pardmetro: ajusta el tiempo de respuesta a los cambios
de p(x, 1)
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Funcion de densidad de malla p(x, t)

La eleccion apropiada de p es la clave para que el moving
mesh method sea exitoso
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Idea

Funcion de densidad de malla p(x, t)

La eleccion apropiada de p es la clave para que el moving
mesh method sea exitoso

‘ Una eleccién popular es: ‘

o6, 1) = \/ (143 louf)

donde « es un parametro de intensidad

1 , 71°
a = max 1;[/ \uXX\de]
0
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Th(t) : {x() = x(&,t) j=0,1,...,N} T {§=jA¢E j=0,1,....N}



Métodos de Malla Adaptativa Movil
O®@0000000000

Aplicacion a diferencias finitas

Esquemas en diferencias finitas de la nueva ecuacién

Semidiscretizacion espacial

Ahora la tenemos dos discretizaciones espaciales
Th(t) : {x(t) = x(&,8) j=0,1,....,N}  FZE:{§=jA¢ j=0,1,...,N}

Utilizando diferencias centrales sobre .7,°° tenemos:

ay (Y — 1) dx 2¢ (U =) (G—uy)] 1 (G —uy)
dt (X1 —X-1) dt (G = X1) LG —x) (5= x-1) ] 2 (X1 — X-1)
{=1,...,.N—1}

u(t) = (g, t) = u(x(t), 1)
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Semidiscretizacion de la MMPDE

Sobre la malla uniforme 75¢

utilizando la identidad

3 (P05))

Discretizamos

1 ((P(X +h) +p(x)) (ux+h) —ulx))
2

h h
_(p(x) + p(x = h)) (u(x) — u(x — h)))
2 h

|
X == (pXe)e
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Semidiscretizacion de la MMPDE

Sobre la malla uniforme 75¢

utilizando la identidad

d ( du) ~ 1 ((p(x+h)+p(x)) (u(x +h) —u(x))
2

P(X)a

ax h h
_(p(x) + p(x = h)) (u(x) — u(x — h)))
2 h

Discretizamos 1
Xt = o (pXe)e

y tenemos
a1 Pi+1 = Pj pj — Pj-1
at = p,’TA{Z 2 (Xl+1 XI) D) (X/ XJ—1)
con las condiciones de frontera
dX1 o dXN _
dt 0 dt 0
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Discretizaciéon del resto de los actores

La funcién de densidad y el parametro de intensidad

1 1
p(x,1) = ¢ (1 W1 |uxx\2) = o= 1+ P
« Qh
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Discretizaciéon del resto de los actores

La funcién de densidad y el parametro de intensidad

1 1
o) = {f (14 Lluel) = = {1+

1 » 3
= 1; |3 d
a max{ {/O |uxx| 3 x]}
U

1 N 2 2 ’
ap = max Z G — Xji—1 (luxx,j|§+|uxx,j—1‘§)

/:2
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Discretizaciéon del resto de los actores

La funcién de densidad y el parametro de intensidad

1 1
o) = {f (14 Lluel) = = {1+

1 » 3
= 1; |3 d
a max{ {/O |uxx| 3 x]}
U

3
1< 2 2
an=maxa 15 | 53706 = %-1) (Il E + U]

j=2
2[(xp —x1)(Uz— ) — (X3 —X1) (Up — th)] j=1
(Xsf(X1)(X2*X)1)(X3EX2) )
2 Ujp1— Y _ Ui—Uj_4q . _
Unx,j = Cr1=%) | (x1—%7) (X,‘H(H)} 2</sN-1

2[(xn—1 —xn)(Un—2—Un) — (Xn—2—Xn) (Un—1 —n)] _
(XN—2—=XN) (XN —1 —XN)(XN—2—XN—1) 1=
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Suavisamiento de la funcion de densidad

Util si la funcion u no es suave

Si la funcién u no es suave la discretizacién de la funcion de
densidad, puede cambiar abruptamente y hacer
inecesariamente lento el proceso de célculo. Por esto es
practica comun suavisar la funcion de densidad con medias
moviles ponderadas.

3 (p1 + p2) j=1
pj Zp'_1+%pj+%,0j+1 2<j<N-1
5 (PN=1 + pN) j=N

_
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Sistema ODE Implicito

Los Ultimos ingredientes

ay (Ui — Uj1) dX; 2¢ {(Um -u) (Y- Uj—1)}71 (Ur —Uy)
dt = (g1 —x-1) dt (g1 —%-1) LG =) (g =X%-1)] 2 (1 —X-1)
ax, 1 P =Py N PP,
dt - p,TA§2 |: 2 (XH’1 X/) 2 (X] X/*1)

Sea z = [u(t),...un(t), xi(t),... xn(1)]'y 2’ = £
Podemos escribir el sistema ODE implicito de 2N ecuaciones
F(t,z,2)=0

con z(0) y Z’(0) dadas.
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Las matrices jacobianas
Solucion del sistema ODE Implicito por ode15i de MatLab

@ La solucién se mostrara utilizando el solver ode15i de
MatLab,

@ ode15i utiliza backward diferentiation formulas BDF de un
paso y orden 5.

@ Los métodos implicitos deben resolver sistemas de
ecuaciones no lineales en cada paso.

@ Es importante tener los jacobianos

oF
0z
oF
0z’
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Patrones de las matrices jacobianas

9% Para Diferencias Finitas

*

* *

* * ok * x ok
oF ¥ % * ok
0z * % * % * %

* * % * ok
* % * ok
. * -
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PFatrones de las matrices jacobianas
.

&7 Para Diferencias Finitas

oF
0z
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PFatrones de las matrices jacobianas
.

57 Para Elemento Finito

* *
* %k * %
OF * % *
0z *
*
*
. * -
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Solucién numérica MMPDE

Resultados con odei15 de MatLab

M=40 EPS=0.0001

€ X-puntos T tiempo de computo  resultado
10~* 40 0.01 4.4710 seg v
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Solucién numérica MMPDE

Resultados con odei15 de MatLab

M=40 EPS=0.0001

€ X-puntos T tiempo de computo  resultado
10~* 40 0.01 4.4710 seg v

Otros datos de interés de odeil5

pasos Utiles intentos fallidos  eval funcién  der parciales fact LU  Sol. S.L.

564 112 6622 63 344 1267




Aplicacion a diferencias finitas

Métodos de Malla Adaptativa Movil
00000000000 e

Comparacién con solucion exacta

Se mide la semi norma H' en el tiempo t = 1

Adaptive maving mesh —— Unitorm mesh —e—
Uniform meah k-~ Adaptive mesh, alpha=alpha(u) <
‘Adaptive mesh. aigha=1 =
b
< g
H =
s £
£ H
g §
i H
F ! 1

N

Numero de puntos

100 1

10

100

1000

tiempo de uso de CPU

10000
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@ Estrategia para el movimiento de malla.
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@ Método para discretizar la PDE
Diferencias Finitas (Elemento Finito)
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Componentes basicos del método de malla mavil

@ Estrategia para el movimiento de malla.

X —1(x) + +
= e}
t prﬁg P

@ Método para discretizar la PDE
Diferencias Finitas (Elemento Finito)

@ Mecanismo para resolver el par de sistemas acoplados de
ecuaciones
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Componentes basicos del método de malla mévil

Componentes basicos del método de malla mavil

@ Estrategia para el movimiento de malla.

x—1(x) + +
f_p,]_pﬁg P o

@ Método para discretizar la PDE
Diferencias Finitas (Elemento Finito)

@ Mecanismo para resolver el par de sistemas acoplados de
ecuaciones
odel51 (implicito) de MatLab
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Componentes basicos del método de malla mévil

Estrategias de movimiento de malla

Métodos usuales: basados en localizacion y basados en velocidad

Las estrategias de movimiento de malla tipicamente las
podemos dividir en dos grupos:

@ Las basadas en localizacién. (métodos variacionales)



Consideraciones finales
00e00000000

Componentes basicos del método de malla mévil
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Componentes basicos del método de malla mévil

Estrategias de movimiento de malla

Métodos usuales: basados en localizacion y basados en velocidad

Las estrategias de movimiento de malla tipicamente las
podemos dividir en dos grupos:

@ Las basadas en localizacién. (métodos variacionales)
e Controlan directamente la ubicacién de los puntos.

@ Las basadas en velocidad.
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Componentes basicos del método de malla mévil

Estrategias de movimiento de malla

Métodos usuales: basados en localizacion y basados en velocidad

Las estrategias de movimiento de malla tipicamente las
podemos dividir en dos grupos:

@ Las basadas en localizacién. (métodos variacionales)

e Controlan directamente la ubicacién de los puntos.
e Estimaciones anteriores del error.

@ Las basadas en velocidad.
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Componentes basicos del método de malla mévil

Estrategias de movimiento de malla

Métodos usuales: basados en localizacion y basados en velocidad

Las estrategias de movimiento de malla tipicamente las
podemos dividir en dos grupos:

@ Las basadas en localizacién. (métodos variacionales)

e Controlan directamente la ubicacién de los puntos.
e Estimaciones anteriores del error.
o Consideraciones geométricas.

@ Las basadas en velocidad.
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Componentes basicos del método de malla mévil

Estrategias de movimiento de malla

Métodos usuales: basados en localizacion y basados en velocidad

Las estrategias de movimiento de malla tipicamente las
podemos dividir en dos grupos:

@ Las basadas en localizacién. (métodos variacionales)

e Controlan directamente la ubicacién de los puntos.
e Estimaciones anteriores del error.
o Consideraciones geométricas.

@ Las basadas en velocidad.

e Se concentran en la velocidad de cambio de la malla y
encuentran la posicién integrando el campo de velocidades.
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Estrategias de movimiento de malla

Métodos usuales: basados en localizacion y basados en velocidad

Las estrategias de movimiento de malla tipicamente las
podemos dividir en dos grupos:

@ Las basadas en localizacién. (métodos variacionales)

e Controlan directamente la ubicacién de los puntos.
e Estimaciones anteriores del error.
o Consideraciones geométricas.

@ Las basadas en velocidad.

e Se concentran en la velocidad de cambio de la malla y
encuentran la posicién integrando el campo de velocidades.
e Estan basados en métodos Lagrangianos de dinamica de
fluidos.
Las coordenadas son particulas en un fluido
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Métodos de localizacion

Principio de Equidistribucion:

@ Las MMPDE son ecuaciones elipticas o parabdlicas.
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@ Las MMPDE son ecuaciones elipticas o parabdlicas.

@ Es usual que se construyan basados en el
Principio de Equidistribucion:
Dado N > 1, p(x) > 0 continua sobre [a; b] encontrar una
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tal que

/XX2 p(x)dx = /:3 px)ax =+ = /XXN e

1 2 N—1
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Métodos de localizacion

Principio de Equidistribucion:

@ Las MMPDE son ecuaciones elipticas o parabdlicas.

@ Involucran una transformacién de coordenada de malla.
e Involucran algun proceso de minimizacién de errores.

@ Es usual que se construyan basados en el
Principio de Equidistribucion:
Dado N > 1, p(x) > 0 continua sobre [a; b] encontrar una
particion

Ih:{a=x1 <X <---<xy=Db}

tal que

/XX2 p(x)dx = /:3 pX)ax =+ = /XXN e

1 2
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Discretizaciéon de las PDE

Esquemas

@ Diferencias finitas

@ Elemento finito
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@ Diferencias finitas
e Parten del dominio computacional
e Son mas frecuentes en regiones regulares
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Discretizaciéon de las PDE

Esquemas

@ Diferencias finitas
e Parten del dominio computacional
e Son mas frecuentes en regiones regulares
(intervalos, rectangulos, cubos, etc.)
e Conduce a transformaciones de coordenadas que pueden
complicar el asunto.

@ Elemento finito

e Parten del dominio fisico

e Son mas frecuentes en regiones irregulares

e No tiene las complicaciones de cambios de coordenadas
raras.
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Movimientos de malla en el tiempo

Métodos tipo cuasi-Lagrange y rezonificacion

@ Quasi-Lagrange (que se desarrollé aqui)

@ Rezonificacion
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Métodos tipo cuasi-Lagrange y rezonificacion

@ Quasi-Lagrange (que se desarrollé aqui)
e Los puntos de la malla son continuos en el tiempo.
o La u; — 0y (alo largo de las trayectorias de la malla) + un
término que refleja el movimiento convectivo de malla.

@ Rezonificacion
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Movimientos de malla en el tiempo

Métodos tipo cuasi-Lagrange y rezonificacion

@ Quasi-Lagrange (que se desarrollé aqui)
e Los puntos de la malla son continuos en el tiempo.
o La u; — 0y (alo largo de las trayectorias de la malla) + un
término que refleja el movimiento convectivo de malla.

@ Rezonificacion
e Los puntos son considerados intermitentes en el tiempo.
e Cada nivel temporal es actualizado, a partir de (x,; un) se
interpola para x,, 1 y se discretiza la PDE en xp 1

tnet I
Iy
t _
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Solucién del par de sistemas acoplados

Segun el método de movimiento en el tiempo

@ Se debe resolver un par de sistemas acoplados
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@ Si el movimiento de la malla temporal se da por
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e Se resuelven siempre alternadamente (por su disefio)
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Solucién del par de sistemas acoplados

Segun el método de movimiento en el tiempo

@ Se debe resolver un par de sistemas acoplados
e La ecuacion fisica (PDE)
e La ecuacion de malla.

@ Si el movimiento de la malla temporal se da por
rezonificacion.

e Se resuelven siempre alternadamente (por su disefio)
@ Si el movimiento de la malla temporal es quasi-Lagrange
se puede resolver:

e Simultdneamente (un gran sistema)
e Alternadamente
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Esquemas de soluciones del par de sistemas
acoplados

Simultaneo - Alternado

Generador de Malla
MU Adaptativo i+l n+1
> -
PDE Solver
xn, un Xn+1 Un+1

Generador de Malla
Adaptativo

Y

PDE Solver —

lteraciones
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Solucién simultanea

Ventajas - Desventajas

@ Relativamente més cémodo.

@ Se pueden usar directamente solvers ODE (confiables).

@ Mejores propiedades globales de convergencia.

@ Se tiene en cuenta la relacion entre la malla y la solucién del PDE.
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Solucién simultanea

Ventajas - Desventajas

Relativamente mas comodo.

Se pueden usar directamente solvers ODE (confiables).

Mejores propiedades globales de convergencia.

Se tiene en cuenta la relacion entre la malla y la solucion del PDE.

El sistema acoplado puede ser feamente no lineal.
@ Generalmente reservados a 1D.

@ Se pierden propiedades de los sistemas desacoplados como la
sparcidad, simetria, definicién positiva.
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Mejores propiedades globales de convergencia.

Se tiene en cuenta la relacion entre la malla y la solucion del PDE.
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@ Se pierden propiedades de los sistemas desacoplados como la
sparcidad, simetria, definicién positiva.



Consideraciones finales
00000000080

Componentes basicos del método de malla mévil

Solucién alternada

Ventajas - Desventajas

@ Funcionan bien si el paso temporal es razonablemente pequefio o la
funciéon u no tiene fuertes cambios en el tiempo.

@ Mas flexibilidad: el codigo de la malla puede ser programado
independientemente y luego incorporarse a un PDE solver.

@ Mas eficiente en cada paso (las matrices tienen mejores propiedades)

@ Al no estar vinculada la malla a la PDE, esta no tiene que tener forma
de PDE, puede ser un proceso de minimizacion de errores.
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Solucién alternada

Ventajas - Desventajas

@ Funcionan bien si el paso temporal es razonablemente pequefio o la
funciéon u no tiene fuertes cambios en el tiempo.

@ Mas flexibilidad: el codigo de la malla puede ser programado
independientemente y luego incorporarse a un PDE solver.

@ Mas eficiente en cada paso (las matrices tienen mejores propiedades)

@ Al no estar vinculada la malla a la PDE, esta no tiene que tener forma
de PDE, puede ser un proceso de minimizacion de errores.

@ Si el lag de tiempo no es el adecuado puede que se necesiten muchas
iteraciones para la solucién del sistema PDE fisico.
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